
S(x)是由多个正弦信号叠加构成的波型函数

𝑥(𝑡) = 
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න
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傅里叶级数

4.1 傅立叶变换基础



• 矩形波对应的频域表示

◼ 通过时域到频域的变换，

我们得到了一个从侧面看

的频谱

◼ 频谱并没有包含时域中全
部的信息

◼ 基础的正弦波A.sin(wt+θ)

中，振幅，频率，相位缺

一不可，不同相位决定了

波的位置，所以对于频域

分析

4.1 傅立叶变换基础



◼ 时间差并不是相位差

• 如果将全部周期看作2Pi或者360度的

话，相位差则是时间差在一个周期中所

占的比例。我们将时间差除周期再乘

2Pi，就得到了相位差。

4.1 傅立叶变换基础



4.1 傅立叶变换基础

一维傅立叶变换及其反变换

离散形式：

−
F (u)=  f (x)e− j2uxdx

−
F (x)=  f (u)e j2uxdu f (u,v)e j2 (ux+vy )dudv

− −

− −

F (u,v) =   f (x, y)e− j2 (ux+vy)dxdy

F (x, y) =  

M−1

x=0

F(u) = f (x)e
− j2ux/M

M−1
j2ux/M

u=0

x = 0,1, 2,,M −1

1
f (x) = F(u) u = 0,1, 2,,M −1e

M


频域→不同的频域成份，可以表示成极坐标形式：



4.1 傅立叶变换基础



4.1 傅立叶变换基础

 傅里叶变换（FT）、离散时间傅里叶变换（DTFT）和
离散傅里叶变换（DFT）之间的关系

• DFS、DTFT与FS、FT的差别在于，前两者都是先在时域上采样，然后进行FS和
FT变换，便于计算机进行数字运算和存储。





• DFS是discrete fourier seriers，对离散周期信号进行级数展开。DFT是将
DFS取主值，DFS是DFT的周期延拓。计算上DFS是在时域上先采样后做
FS变换，DFT是先在时域上采样，再FT变换，即DTFT变换，然后再将
DTFT变换后的连续频域上采样并截取主值。

• DTFT是对Discrete time fourier transformation，是对序列的FT，是先在
时域中采样，后傅里叶变换，得到连续的周期谱，而DFT，FFT得到是
有限长的非周期离散谱。

• DFT只是为了计算机处理方便，在频率域对DTFT进行的采样并截取主值
而已。



时域是
离散的，
而频域
依然是
连续的，
且是周
期的

◼ 频域相乘相等于时域卷积，时域相乘相当于频域卷积
◼ 时域进行采样，则频域周期延拓，同理在频域进行采样，则时域也会周期延拓

时域和频
域都是连
续的

时域和
频域都
是离散
的

频域相乘采样信号（连续变离散）
时域卷积采样信号的频谱（非周期变周期）

时域相乘采样信号（连续变为离散）
频域卷积采样信号的频谱（变周期连续）



取样：连续函数转换为离散序列



• 采样信号重构



取样函数的傅里叶变换

奈奎斯特采样率：
完全等于信号最
高频率的两倍的
取样率



低通滤波提取带限信号

 理想低通滤波器的幅度快速过渡特性用物理器件无法实现



混淆

来自邻近周期的频率
分量的干扰导致了混
淆，妨碍𝐹 ( 𝜇 ) 的完
美复原



混淆



数字图像中的混淆

• 有两种方法可以消除混叠现象。一是直接提高采样频率，以获得更高的尼
奎斯特频率，但是采样频率不能无限提高；二是在采样频率固定的情况下，
可通过低通滤波器消除大于尼奎斯特频率的高频信号，从而消除混叠现象



数字图像中的混淆



数字图像中的混淆

 图像内插和重采样
◼ 完美重建需要用sinc函数在空间做二维卷积，涉及无限求和

◼ 实践中采用近似方式
✓ 放大可视为过采样，缩写可视为欠采样



数字图像中的混淆

 图像内插和重采样
◼ 图像缩小产生的锯齿现象



• 直接应用卷积和相关运算在时域中处理，计算量大，费时，
很难达到实时处理的要求。一般可采用DFT方法将输入的数
字信号首先进行DFT变换，在频域中进行各种有效的处理，
然后进行DFT反变换，恢复为时域信号。

• 离散傅立叶变换(Discrete Fourier Transform--简称DFT)在
数字信号处理和数字图像处理中应用十分广泛，它建立了离
散时域和离散频域之间的联系。计算机对变换后的信号进行
频域处理，比在时域中直接处理更加方便，计算量也大大减
少，提高了处理速度。

• DFT还有一个明显的优点是有快速算法，即FFT(Fast

Fourier Transform)算法。

FFT



 直接计算DFT的计算量与变换区间长度N的平方成正比，当N较大时，
计算量太大

复数乘法 复数加法

一个X(k) N N – 1

N个X(k)

(N点DFT)
N 2 N (N – 1)

1

0

( ) ( ) , 0,1, , 1
N

kn

N

n

X k x n W k N
−

=

= =   − ，



当N较大时，计算量太大，
直接用DFT算法进行谱分
析和信号的实时处理是不
切实际的



 1965年发现了DFT的一种快速算法，使DFT的运算效率提高1－
2个数量级，为数字信号处理技术应用于各种信号的实时处理
创造了条件，推动了数字处理技术的发展



 N点DFT的复乘次数等于N2。把N点DFT分解为几个较短的
DFT，可使乘法次数大大减少

 同时充分利用旋转因子WmN的周期性和对称性

周期性：

对称性：

2 2
( )j m lN j m
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减少运算量的思路和方法
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偶数 奇数
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注意：这里的k的取值范围为0，1，…，N-1

(1)按n的奇偶把x(n)分解为两个N/2点的子序列



2

N
k

k

N NW W
+

= −

这样将N点DFT分

解为两个N/2点的

DFT

X1(k)

X2(k)

X1(k)+WN
kX2(k)

X1(k)−WN
kX2(k)

WN
k

图：蝶形运算符号

完成一个蝶形运算需要一次复数

乘和两次复数加法运算，经过一

次分解后，共需要复数乘和复数

加的次数为2(N/2)2+N/2和

N2/2

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) 0,1, 1
2

( ) ( ) ( ) 0,1, 1
2 2

k

N

k

N

N
X k X k W X k k

N N
X k X k W X k k

= + =    −

+ = − =    −

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) 0,1, 1
2

( ) ( ) ( ) 0,1, 1
2 2

k

N

k

N

N
X k X k W X k k

N N
X k X k W X k k

= + =    −

+ = − =    −
｛

由于X1(k)和X2(k)均以N/2为周期，且
X(k)又可表示为:



N/2
点DFT

N/2
点DFT

x(0)

x(2)

x(4)

x(6)

x(1)

x(3)

x(5)

x(7)

X1(0)

X1(1)

X1(2)

X1(3)

X2(0)

X2(1)

X2(2)
X2(3)

WN
0

WN
1

WN
2

WN
3

X (0)

X (1)

X (2)

X (3)

X (4)

X (5)

X (6)

X (7)

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) 0,1, 1
2
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2 2
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k

N

N
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N
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｛



分解后的运算量：

运算量减少了近一半



(3)第二次分解：

⚫ 将x1(r)按r取奇、偶可分解成2个长度为N/4的子序列

x3(l)= x1(2l)、

x4(l) = x1(2l+1)，

根据上面推导可得：X1 (k)= X3(k)+ WN/2
kX4(k)， k=0,1,…,N/2-1

⚫ 将x2(r)按r取奇、偶可分解成2个长N/4的子序列

x5(l)= x2(2l) ， l=0,1,…，N/4

x6(l) = x2(2l+1) ； 同理得

l=0,1,…，N/4-1；

X1 (k+N/2)=X3(k)−WN/2
kX4(k)， k=0,1,…,N/4-1；

X1 (k)=X3(k)+WN/2
kX4(k)， k=0,1,…,N/4-1；

X2(k) = X5(k)+ WN/2
kX6(k)， k=0,1,…,N/4-1  ；

X2(k+N/2) = X5(k)− WN/2
kX6(k),   k=0,1,…,N/4-1；



N/4点
DFT

x(0)
x(4)

x(2)
x(6)

x(1)
x(5)

x(3)
x(7)

X1(0)
X1(1)

X1(2)
X1(3)

X2(0)
X2(1)

X2(2)
X2(3)

WN
0WN
1
WN
2
WN
3

X (0)
X (1)

X (2)
X (3)

X (4)
X (5)

X (6)
X (7)

N/4点
DFT

N/4点
DFT

N/4点
DFT

X3(0)
X3(1)

X4(0)
X4(1)

X5(0)
X5(1)

X6(0)
X6(1)

WN/2
0

WN/
2
1

WN/
2
1

WN/2
0

X1 (k+N/2)=X3(k)−WN/2
kX4(k)

X1 (k)=X3(k)+WN/2
kX4(k) X2(k) = X5(k)+ WN/2

kX6(k)

X2(k+N/2) = X5(k)− WN/2
kX6(k)

k=0,1,…,N/4-1



再次分解，对N=8点，可分解三次

X (5)

x(0)

x(4)

x(2)

x(6)

x(1)

x(5)

x(3)

X1(1)

X1(2)

X1(3)

X2(0)

X2(1)

X2(2)

X2(3)

WN
0

WN
1

WN
2

WN
3

X (0)

X (1)

X (2)

X (3)

X (4)

X (6)

X3(1)

X4(0)

X4(1)

X5(0)

X5(1)

X6(0)

X6(1)

WN/2
0

WN/2
1

WN/2
0

WN
0

WN
0

WN
0

x(7)
WN/2

1WN
0

L=1级 L=2
L=3

X (7)

X3(0) X1(0)



1、直接DFT运算N点运算：

复数乘次数：N×N

复数加次数：N×(N-1)

2、 用DIT-FFT作N点运算：

复数乘次数：M×N/2=N/2×log2N

复加次数：2×N/2×M=N×log2N

FFT大大减少了运算次数，提高了运算速度

运算量比较

1000采样点，使用
FFT算法只需要计
算3000次，而常规
的DFT算法需要计
算1000000次



4.1 离散傅立叶变换(DFT)

谱：

相角：

u =0 v=0MN

二维DFT及其反变换

一个图像关于的函数的离散

M −1 N−1

f (x, y) =
1
F (u,v)e j2 (ux/ M +vy /N )

2 2 2

1

F(u,v) = R (x, y) + I (x, y) 



2D DFT的性质：可分离性

2 / 2 /( , ) ( , ) j ux N j vy N

y x

F u v f x y e e − −= 

1

0

N

y

−

=

= Nvyje /2−),( yuf

Y不变，X方向每一行一维变换FT

X不变，Y方向每一列一维变换FT

{ }

一个二维正（反）傅立叶变换可分解为二个一维正

（反）傅立叶变换



2D DFT的性质：空间位移

空间位移
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幅值
相位

幅值不变|F(u,v)|

相角变化 -2(ux0+vy0)/N

任何一点的FT可以用某点的FT乘以相角的变化得到



2D DFT的性质：频率位移，周期性

频率位移

uu0, vv0

( , ) ( , )f x y F u v

0 02 ( )/

0 0( , ) ( , )
j u x v y N

f x y e F u u v v
 +

 − −

周期性



二维DFT的性质



2D DFT及其反变换的一些性质



➢二维离散傅立叶变换的显示

✓按照标准的傅里叶变换公式，其幅度谱的强度
分布具有下列特性：

频谱图像中心化



➢二维离散傅立叶变换的显示

✓在光学傅立叶变换中
，人们已习惯于变化
领域中的低谱部分位
于中央

✓使频域的频谱分布中
间低、周围高，有利
于对频谱的解释和进
行各种计算与分析

频谱图像中心化



➢二维离散傅立叶变换的显示

✓为此，借助于傅里叶变换的周期性与频率位移性质，对此，通常
对频域进行换位以使频谱分布符合上述要求——图像中心化

F(0,0)


F(N/2,N/2)

频谱图像中心化



频谱图像中心化



证明：可以通过对f(x,y)(-1)x+y作FT来实现，即

f(x,y)  f(x,y)(-1)x+y

频谱图像中心化
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令

证明

例：借助于傅里叶变换的周期性与频率位移性质，对频域进
行换位以使频谱分布符合上述要求——图像中心化

频谱图像中心化



频谱图像中心化



数字图像的DFT变换

 傅里叶谱图的中心化平移和对数增强



右边图就是频率分布图谱，其中

• 越靠近中心的位置频率越低，

• 越亮（灰度值越高）的位置代表该频率的信号振幅越大。

FFT的结果是复数形式，保留了图像的全部信息，但去绝对值得到的频

谱图只表现了振幅而没有体现相位。



FT

F(0,0)

图像平均
亮度

85%

突变：边缘、
轮廓、噪音

原图

能量分布集中在低频区

灰度变化平缓低频分量
灰度变化突变高频分量

原图





数字图像的DFT变换

二维DFT及其反变换
下图实例：

中心化，矩形宽高化为 2∶1

反映到频域轴亮点间距恰好相反



数字图像的DFT变换

旋转特性
空域图像旋转角度
对应于频域DFT函

数旋转相同角度。



数字图像的DFT变换

 图像发生平移或旋转变换后，对应相角发生变化
◼ 缺少直觉的类比性

◼ 相角携带了反映图像中物体空间位置的信息



基于二维DFT频谱与相位的反变换

◼ 仅用相角信息，可
恢复原图的关键形
状特性

◼ 仅用谱信息，直流
项占支配地位，难
以恢复原图的形状
信息





• 图像的频域分析和滤波中，相位是常常被忽略的。
• 虽然相位分量的贡献很不直观，但是它恰恰很重要。
• 相位是频谱中各正弦分量关于原点的位移的度量。







中间最小的那个圆圈内包含了大约85%的能量
中间那个圈包含了大约93%的能量
最外面那个圈则包含了几乎99%的能量



数字图像的DFT变换

典型图象的频谱



空域卷积vs. DFT



DFT定义及相关表达式小结

 直流项决定了图像的平均灰度，因此将它设置为零时，输出图像的平均灰度将为0



DFT定义及相关表达式小结



第4章 频率域滤波

1. 离散傅立叶变换(DFT)

2. 频率域滤波基础

3. 频率域滤波器平滑图像

4. 频率域滤波器锐化图像

5. 选择性滤波

6. 其它变换(离散余弦变换)

7. 小波变换



4.2 频率域滤波基础

频率域滤波基本步骤：

1、 (−1)x+ y  原图像

2、 F(u,v)

3、H (u,v)F (u,v)

4、反DFT

5、实部

6、用 (−1)x+ y (5)结果。

被滤波图像=−1G(u,v)

G(u,v) = H (u,v)F (u,v)

 IDFT操作应该得出实函数，然而计算精度不足通常会使得IDFT中出现
寄生复数项，因此在结果中取实部来解决



图像空域与频域的定性分析

 集成电路SEM图像及其傅里叶谱



4.2 频率域滤波基础

 一些基本的滤波器及其性质

陷波滤波器： F(0,0) → 平均值

如果想使其平均灰度为0，则可：

具体见如下图示（存在负灰度，但该图中所有负值被置为零）：



4.2 频率域滤波基础

 低通滤波与高通滤波



使用DFT时二维图像固有的周期性

 边缘填充对滤波结果的影响







空间和频率域滤波间的对应

傅立叶变换及其反变换
因为实数。

曲线形状如右图所示：

2 Ae−2 2 2x2

h(x) =

空间域滤波和频率域
滤波之间的对应关系
例如：高斯滤波函数

2 2

H (u) =Ae−u / 2

为标准差：
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4.3 频率域滤波平滑

理想低通滤波器

其中，D(u,v)是频率域中点(u,v)与频率矩形中心的距离



理想低通滤波器示例

a b

c d

e f

(a) 原图

(b)-(f) 使用理想低通滤波器，截
止频率设置10,30,60,160和460。
这些滤波器移除的功率分别为总
功率的13%，6.9%，4.3%，2.2%

和0.8%。



振铃效应解释

若频域滤波函数具有陡峭
变化，则傅里叶逆变换得
到的空域滤波函数会在外
围出现震荡



4.3 频率域滤波平滑

n 阶布特沃斯低通滤波器

H (u,v) =
0

1+[D(u,v) / D ]2n

1



布特沃斯滤波器示例

a b

c d

e f

(a) 原图

(b)-(f) 使用二阶布特沃斯低通滤
波器的结果，截止频率仍为10，
30，60，160和460。



1阶巴特沃斯没有“振铃“，随着阶数增大，振铃现象越发明显。下图取n=2,
可以看出空域函数外围部分出现震荡





4.3 频率域滤波平滑

高斯低通滤波器
2
0

2−D (u ,v) / 2D
H (u,v) = e

高斯低通滤波器（GLPF）的傅里叶反变换也是高斯的，因此通过上
式的IDFT得到的空间高斯滤波器没有振铃。



高斯低通滤波器示例

a b

c d

e f

(a) 原图

(b)-(f) 使用高斯低通滤波器的结
果，截止频率仍为10，30，60，
160和460。



低通滤波的其他例子

1. 字符识别：

下图：断裂现象



低通滤波的其他例子

2. 印刷和出版业：预处理

下图：减少面部细纹



低通滤波的其他例子

3. 卫星和航空图像：

下图：墨西哥湾和佛罗里达图像存在“扫描线”
（用高斯低通来处理）
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4.4 频率域滤波锐化

理想高通滤波器



理想高通滤波器示例

D0 = 30, 60, 100 的理想高通滤波器结果

原图



4.4 频率域滤波锐化

布特沃斯高通滤波器

H (u,v) =
0

1+[D / D(u,v)]2n

1



布特沃斯高通滤波器示例

D0 = 30, 60, 100 的2阶布特沃斯高通滤波器结果

原图



4.4 频率域滤波锐化

2
0

2−D (u ,v) / 2D

高斯高通滤波器

H (u,v) =1− e



高斯高通滤波器示例

D0 = 30, 60, 100 的高斯高通滤波器结果

原图



4.4 频率域滤波锐化：同态滤波

 一幅图像f(x,y)可以表示为照射分量和反射分量的乘积。

f(x,y) = i(x,y)r(x,y)

然而上式不能用来直接对两部分分量分别进行操作，因

为两个函数乘积的傅立叶变换是不可分的。

F{f(x,y)} ≠ F{i(x,y)}F{r(x,y)}

 我们对图像函数两边取对数，则可以将两个分量分开。

z(x,y) = ln f(x,y) = ln i(x,y) + ln r(x,y)

F{ln f(x,y)} = F{ln i(x,y)} + F{ln r(x,y)}



同态滤波步骤

1.    两边取对数： f(x,y) = ln i(x,y) + ln r(x,y)

2.    两边取傅氏变换：F(u,v) = I(u,v) + R(u,v)

3.    用频域函数H(u,v)处理 F(u,v)：

H(u,v)F(u,v) = H(u,v) I(u,v) + H(u,v) R(u,v)

4.    反变换到空域：

s(x,y) = i′(x,y) + r′(x,y)

5.    两边取指数：

g(x,y) = exp{i′(x,y)} exp{r′(x,y)}=i0(x,y) r0(x,y)



同态滤波器函数径向剖面图：滤波器函数趋向于衰减
低频的贡献，而增强高频的贡献。

同态滤波步骤及滤波器径向剖面图



同态滤波示例

 特点：能消除乘性噪声，能同时压缩图象的整体动态
范围和增加图象中相邻区域间的对比度

 示例一：



同态滤波示例二：

同态滤波示例
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带阻滤波器和带通滤波器

 理想、巴特沃斯、高斯带阻滤波器

 理想带阻、带通滤波器



陷波滤波器

 陷波滤波器：拒绝（或通过）事先定义的频率矩形中心的
一个邻域的频率

 一般设计为零相移滤波器，其关于原点对称
◼ 零相移：不改变原图像频域表达式中的相角的滤波器

◼ 一个中心位于（𝑢0 , 𝑣 0）的陷波在位置（−𝑢 0 , −𝑣 0）处必须有
一个对应的陷波

 一般形式：

陷波滤波器可以在某一个频率点迅速衰减输入信号，以达到阻碍此频
率信号通过的滤波效果的滤波器。陷波滤波器属于带阻滤波器的一种，
只是它的阻带非常狭窄



陷波滤波器

 使用陷波滤波器减少莫尔纹



陷波滤波器

 使用陷波滤波器增强土星图像





数字图像处理
（Digital Image Processing）

Email：zheng_wang@seu.edu.cn

办公室：无线谷A5415

王 正
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➢问题的提出：傅里叶变换的一个最大问题是它的参数都是
复数，在数据的描述上相当于实数的两倍。为此，我们希
望有一种能够达到相同功能但数据量又不大的变换。

离散余弦变换(DCT)

离散傅里叶变换(DFT)

一般的实数序列的傅里叶变换为复数

由于许多要处理的信号都是实信号，在使用DFT时由于傅里叶变换时由于
实信号傅立叶变换的共轭对称性导致DFT后在频域中有一半的数据冗余



◼ 由傅里叶变换性质

➢当f(x)为实的偶函数时，傅里叶变换域中得到实的偶
函数

➢ 当f(x)为偶函数时，傅里叶变换的计算公式虚部为
零，只有余弦项

离散余弦变换(DCT)

离散余弦变换（DCT）是对实信号定义的一种变换，变换后在频域中
得到的也是一个实信号，相比DFT而言DCT可以减少一半以上的计算



◼ 任意函数离散余弦变换

➢一个任意函数采样从0, 1, 2, …, N-1，若向
负方向折叠形成2N采样的偶函数，就可以进行
2N的偶函数傅立叶变换

此时可采用离散余弦变换进行



◼ 一维离散余弦变换定义

◼ 一维离散余弦反变换定义

余弦变换是简化傅立叶变换的一种方法

DCT是实值操作，计算较DFT快速、简单。

FDCT算法



◼ 二维离散余弦变换

➢二维偶函数：

➢为折叠镜像序列



 f (−x,−y)


f (x,−y)

 f (x, y)

 f (−x, y)
f (x, y) =



x  0, y  0

x  0, y  0

x  0, y  0

x  0, y  0



➢余弦变换的性质

✓序列的余弦变换是DFT的对称扩展形式

✓核可分离，可以用两次一维变换来执行

✓余弦变换的能量向低频集中

✓余弦变换有快速变换，和傅立叶变换一样，分奇偶组

✓余弦变换为实的正交变换，变换核的基函数正交



正变换核

反变换核

反变换核



正变换核 反变换核

矩阵表示

N个基变换向量

A的基向量是实
的和正交的，又
称为正交变换

可逆变换对

例：



◼ 变换矩阵A是实的，正交的，但不是对称的

里的每一
项表达

里的每一
项表达





➢二维离散余弦变换定义

权值

考虑大小为 N×N 的子图象 f(x,y) ，其离散变换 T(u,v) 可以表示为如下的关系

其中u,v=0,1,2,……,n−1，r(x,y,u,v)被称作是基函数或者是基图像，并且不能直接用AA 来表示T



64个基础
线性组合

基图像
可分离性：二维DCT可以用一维DCT来实现

8x8的图像f(x,y)是
由64个基本图像的
线性组合构成，如
(0,0)位置的元素表
示的是直流分量





DFT基图像



在图像的二维变换中，如果图像本身是正方形的（图像的长与宽相等），并且图
像的变换核满足可分离性和对称性，则此时图像的二维变换可以用两个一维变换
代替，并有如下的矩阵表示形式

其中 A 是进行图像一维变化时的矩阵，但A不是图像二维变换的基函数







JPEG 图 像 压

缩算法中，先
分 解 图 像 为
88或1616的

块，对每一块
进行DCT变换，
所得量化DCT

系数进行编码
和传送，形成
压缩后的图像
格式。

➢余弦变换的应用—压缩编码

(1) 小块图像的变换计算容易；

(2) 距离较远的像素之间的相关性比距离较近的像素之间的相关性小。

低频系数

高频系数



通常变换后的图像，大多数的DCT系数值非常接近0，舍弃这些系
数对重构图像质量影响不大。

提高传输速度，节约图像存储空间



◼ 沃尔什—哈达玛变换

➢能否进一步找到计算更简单的变换？

➢方法一：构建更为简单的正交函数集，只要满足正交关系：

➢对正弦函数集进行深入研究，发现不考虑函数值，仅考数
值的过零点位置分布时，可形成包含+1和-1极值状态下的
正交函数集

沃尔什-哈达玛变换

◼ 1893年法国数学家哈达玛总结前人研究只包含+1和-1的正

交矩阵结果，形成哈达玛矩阵，既简单又有规律



◼ 1923年，美国数学家沃尔什提出Walsh函数，具有特点

➢ 函数取值仅有两个（0,1 或-1,+1）

➢ 由Walsh函数构成的Walsh函数集，具备正交性和完备性

◼ 按照哈达玛构造矩阵的排列方式，对Walsh函数进行排列，形成
的函数集既满足正交性和完备性，又特别容易记忆和产生，将
该正交函数集应用于信号变换，形成沃尔什—哈达玛变换
(Walsh-Hadamard)



• 实对称正交函数变换，核仅取+1和-1，只需进
行加、减运算

• 正反变换核相同，算法简单

优
点

反变换核

◼ 二维沃尔什—哈达玛变换定义

H
F = HfH f

H
= HF H

◼ 变换矩阵H具有递推公式：



◼ 沃尔什——哈达玛变换 (Walsh-Hadamard)

8x8 沃尔什— 哈达玛变换基图像



◼ 哈尔变换—Haar Transform

➢与沃尔什—哈达玛变换的构成方法相似，寻找其他可

用的正交函数

➢ Haar函数于1910年提出，其矩阵只有＋1，－1和另一

速计算

➢哈尔函数具备完备性与归一化正交性

◼ 哈尔变换的定义

➢利用哈尔函数作为基函数的对称、可分离酉变换，要求N=2n

T = HFH

个以 2为基础的系数。它是正交稀疏矩阵，可实现快



反变换核



➢ 令整数0≤k≤N-1由其他两个整数p和q唯一决定，索引p规定了尺度，

q决定了平移量

➢ 哈尔函数定义为：

k = 2p+ q −1

➢ 可以计算N＝8时p和q的关系：



◼ Ｎ＝８哈尔函数及波形

自身特征：

➢ 哈尔矩阵既反映整体，又反映局部

➢ 第一行反映一种整体变换，第二行反映两个半幅变换，下两行是N/4之间的

变换，最后是相邻两像元之间的变换

➢ 如果一个信号、或信号中的一部分，可以近似地匹配上某一基函数，则在变
换后，会产生一个对应那个基函数的较大的变换系数，而对于其他正交基函
数产生较小的系数。由此，哈尔变换可以给出一些线和边的尺寸和位置信息

T = HFH



◼ N＝８ 哈尔基图像

注意：右下象限部分可
以用来搜索图像中不同
位置的小特征

➢ 傅里叶变换的基函数仅是频率不同，

哈尔函数在尺度和位置上都不同

➢ 哈尔变换具有尺度和位置的双重性

➢ 全域特性和区域特性：哈尔函数系列
可分为全域部分和区域部分。全域部
分作用于整个变换区间，区域部分作
用于局部区域

➢ 小波特性：



◼ 哈尔变换步骤：

• 首先，沿着矩阵的每一行做一维的Haar变换；
• 然后，沿着矩阵的每一列做一维的哈尔变换；

• 对于每个低频分量矩阵（近似信息）重复前两个步骤直到完成
指定的等级划分

A表示近似信息（approximation coefficients）
H表示水平细节信息（horizontal detail coefficients）
V表示垂直细节信息（vertical detail coefficients）
D表示对角线细节信息（diagonal detail coefficients）



给定一个二维信号，假设是一个4×4图像◼ 示例：

第一次行分解得到低频信息

第一次行分解得到高频信息

对L进行列高频分解得到

对L进行列低频分解得到

对H进行列高频分解得到

对H进行列低频分解得到

对A1继续进行二层分解……



经过二次分解，然后分别过了到第一层的高频信息和第一层兼第二层
的高频信息的效果！过滤掉第一层的高频信息，图像压缩为原来的四
分之一。过滤掉第二层和第二层的高频信息以后，可以看到图片稍微
有点模糊了。

◼ 对图片做Haar变换，然后我们去掉其高频信息部分，实现
对图像的压缩
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◼ 傅里叶变换的引入，使人类对于自然界复杂信号或
图像的分析与处理，转变为对于其相对较为简单的
频域特征的分析与处理

➢回忆调和信号与傅里叶变换

➢实际上相当于将调和信号频率与实际信号相比较

➢若实际信号中含有对应频率，则具有较大的变换系数

➢若实际信号中没有某特定频率，则该频率对应的系数较小或为零

2
F () =  f (t)e− jtdt f (t) =

1
 F ()e jtd

e jt = cos (t )+ j sin (t )

傅里叶变换的局限



◼ 傅里叶变换可以准确地知道信号中含有哪些频率成分，但
不知道这些成分发生的时间、位置

◼ 稳态信号特征

➢ 由一系列不随时间变化的频率组成

➢ 不需要知道任何频率的开始与停止时间

➢ 傅立叶变换基于在时间轴上无限伸展的正弦曲线波作为正交基函数，
十分适于表现稳态信号

◼ 非稳态信号具有随时间变化的频率成分，分析中需要知道

➢ 什么频率在什么时候发生

➢ 特定频率发生的位置



➢稳态信号

x4 (t) = cos(2 5  t)

+ cos(2 25  t)

+ cos(2 50  t)

缺乏时间信息！



➢非稳态信号，频率随着时间变化

• 平稳信号大多是人为制造出来的，自然界的大量信号几乎
都是非平稳的，分析需要提取某一时间段的频域信息或某
一频率段所对应的时间信息

无法根据结果判
断一个特定信号
是在什么时候发
生的



可以准确的知道频率
成分，但不知道这些
频率出现的位置和延
续的时间

傅里叶变换适用
于分析平稳信号



◼ 一个连续乐谱，不光阐明了要演奏的音符或频率，
而且需要阐明何时要演奏。而傅里叶变换，只提
供了全局的音符或频率信息，局部信息在变换过
程中丢失了。



◼ 傅里叶变换的局限性

➢ 时间信息损失：什么时候特定的事件发生？

➢ 位置信息的损失：傅里叶变换不能确定某一事件的漂移、趋势、突变、
起始和结束等

➢ 傅里叶变换分析是全局性的分析，难以分析局部信号特征



◼ 傅里叶变换的其他局限性

➢ 对于瞬态信号或高度局部化的信号（例如边缘），由于这些成分并不
类似于任何一个傅立叶基函数，它们的变换系数（频谱）不是紧凑的，
频谱上呈现出一幅相当混乱的构成

➢ 这种情况下，傅立叶变换是通过复杂的安排，以抵消一些正弦波的方
式构造出在大部分区间都为零的函数而实现的

➢ 对于包含瞬态或局部变化成分的信号，傅里叶变换分析将难于得到最
佳的表示



◼ 为了克服上述缺陷，使用有限宽度基函数的变换方法

◼ Gabor变换（1946），或称之为加窗付里叶变换、短时傅里
叶变换（STFT）首先产生：

反映局部特性！
◼ STFT变换步骤为：

1）选定一个有限窗口

2）将窗口放置于信号的起点

3）计算窗口内信号的傅里叶变换

4）将窗口向右移动一个距离

5）重复3）4）步，直至达到信号的末尾

由此，得到每个时间段内信号的频率成分



◼ Gabor变换具有特征：

➢实现了对于信号的频率与时间观察的折衷

➢无论时间还是频率的观察均为有限精度；整体精度取决于
窗口尺寸

➢一旦窗口尺寸确定，将作用于所有频率

实际信号需要在时间与频率方面更为灵活的观察与分析



➢ 窗太窄，窗内的信号太短，会导致频率分析不够精准，频率分辨率差

➢ 窗太宽，时域上又不够精细，时间分辨率低

◆其窗函数的大小和形状均保持固定不变，对于分析时变信号不利。
(高频信号持续时间短，低频信号持续时间长)

◆不能构成正交基，给数值计算带来不变



◼ 进一步的发展—采用频率不同、位置不同、宽度有限的基
函数进行变换：小波变换出现，窗口大小随频率变化，且
为正交基

◼ 哈尔变换—最早出现的小波变换实例，其基向量均为一个函
数通过不断的平移和伸缩来产生

◼ 什么是小波？小区域的波，具有有限区间和均值为零的波，
波形呈正负交替的波动，也即直流分量为0



◼ 从傅里叶变换到小波变换（wavelet transforms）

➢傅里叶变换


F (w) =  f (t )e −iwt dt

✓意味着信号在所有时间区间与复指数相乘，结果产生傅里叶系数F()

✓按照傅里叶系数，可将原信号分解为不同频率的组合



➢小波变换

✓结果产生小波变换系数

✓按照小波系数，原始信号分解为不同小波的组合

✓ 傅里叶变换将信号分解成一系列不同频率正弦波的叠加，小
波变换是将信号分解成一系列小波函数的叠加

✓ 这些小波函数都是由一个母小波函数经过平移与尺度伸缩得
来的



◼ 从傅里叶变换到小波变换

➢小波变换步骤：
第一步

第三步

第四步

第🖂步：对所有尺度的小波重复一至四步

第二步

面对高低频信号
窗口大小也不同



✓ 用不规则的小波函数来逼近尖锐变化的
信号显然要比光滑的正弦曲线要好

✓ 信号局部的特性用小波函数来逼近显然
要比光滑的正弦函数来逼近效果好



用傅立叶将其展开，只有一个级
数系数不是0，其他所有级数系数
都是0

在前一个直流信号上，增加了一个
突变。但是，所有的傅立叶级数都
为非0了! 因为傅立叶必须用三角波

来展开信号，对于这种变换突然而
剧烈的信号来讲，即使只有一小段
变换，傅立叶也不得不用大量的三
角波去拟合

正弦余弦被直角支配的恐怖



只有小波函数与信
号突变处重叠时，
系数不为0

上图中存在三个基，x,y,z，可以看出在纵向数值方面，x,y,z的叠加正好
可以满足最初的信号，在断崖处也差不多可以满足。这种表示只需要3
个系数即可，相比傅里叶转换大幅降低了计算需要



◼ 由于小波基的特殊性，任何小波和常量函数的内积都趋近于0。基
于小波的设计特性，就需要保证母小波在一个周期的积分趋近于0。

因此，小波变换允许更加精确的局部描述以及信号特征的分离。一
个傅立叶系数通常表示某个贯穿整个时间域的信号分量，即使是临
时的信号，其特征也被强扯到了整个时间周期去描述。而小波展开
的系数则代表了对应分量它当下的自己，因此非常容易诠释。

◼ 对于傅立叶变换以及大部分的信号变换系统，他们的基函数都是固
定的正弦波，那么变换后的结果只能按部就班被分析推导出来，没
有任何灵活性。总之你就只能用正弦波，没有任何商量的余地。

◼ 而小波变换的基函数是可变的，可以根据信号来推导或者构建出来，
只要符合小波变换的性质和特点即可。这种灵活性是任何别的变换
都无法比拟的。总结来说，傅立叶变换适合周期性的，统计特性不
随时间变化的信号; 而小波变换则适用于大部分信号，尤其是瞬时信
号。它针对绝大部分信号的压缩，去噪，检测效果都特别好。



◼ 连续小波变换(continuous wavelet transform)

➢基本小波

✓基本小波是一具有特殊性质的实值函数，它是震荡衰减的，而且
通常衰减得很快，在数学上满足积分为零的条件：



✓同时其频谱

✓满足条件：

两个条件可概括为：小波应是一个具有振荡性和迅速衰减的波

  ( t ) dt = 0
− 

d  




C = 
− 

 ( )
2



 ( ) =  ( t )e − j t dt
− 



◼ 连续小波变换

➢小波基函数

✓通过对基本小波进行尺度上的伸缩和位置上的移动，
可形成一系列小波函数—小波基函数

✓一组小波基函数是通过尺度因子和位移因子由基本小
波来产生：

式中：a－尺度系数（伸缩系数）；b－位移系数

1
 (

t − b
)

a ,b
 ( t ) =

aa



◼ 连续小波变换

➢连续小波变换定义（又称之为积分小波变换）：

➢连续小波变换的逆变换为：

小波变换是信号与被缩放和平移的小波函数之积在信
号存在的整个期间里求和的结果



◼ 傅里叶变换，变量只有频率ω
◼ 小波变换有两个变量：

• 尺度a（scale）和平移量b（translation）

– 尺度a控制小波函数的伸缩

– 平移量b控制小波函数的平移

• 尺度就对应于频率（反比），平移量b就对应于时间。

小波变换结果是许多小波系
数WT，这些系数是缩放因
子（尺度）和平移的函数



◼ 缩放，就是压缩或伸展基本小波，缩放系数越小，
则小波越窄，对应的频率越高



◼ 平移，小波的延迟或超前。在数学上，函数f(t)延迟k的
表达式为f(t-k)

任何复杂的信号f(t)，都能由小波的母函数经过伸缩和平移
产生的基底的线性组合表示



◼ 与傅里叶变换相比，小波变换是空间（时间）和
频率的局部变换，它通过伸缩平移运算对信号逐
步进行多尺度细化，最终达到高频处时间细分，
低频处频率细分，能自动适应时频信号分析的要
求，从而可聚焦到信号的任意细节，所以被称为
数学显微镜

◼ 打个比喻，我们用镜头观察目标信号f(t)，w(t)代表
镜头所起的作用。b相当于使镜头相对于目标平行
移动，a的作用相当于镜头向目标推进或远离

多尺度/多分辨率，可以由粗到细地处理信号





◼ 小波变换步骤













➢小波变换系数分布图



常用基本小波

◼ 哈尔小波



◼ 高斯小波◼ Morlet小波



◼ Marr小波(墨西哥草帽小波)



◼ 离散小波变换
➢ 连续小波变换中，尺度系数和平移系数连续取值，将产生巨大的计算

量，主要用于理论分析

➢ 仅取尺度与位置的某些离散量，采用离散化的尺度及位移因子，可大

量减少计算量，形成离散小波变换

✓令

则有离散小波基函数

0 0 0

00

m,n
 (t) =

am
am

1 t − nb am
−

−
m

 ( 0 0 ) = a 2 (a mt − nb )

000 0 0
a = am ; b = nb am ; a  1,b  0; m,n为整数系列

m ,nm,n

及离散小波变换：


0 0
2

0
(t)dt = a −

−
m 


−

f (t) (a mt − nb )dt
−

f (t) f , =





◼ 二进小波变换

➢若基于2的幂次方选择二进伸缩和二进位移（以2的因子
伸缩和平移）构成基函数，即

a0 = 2; b0 = 1;

➢则形成二进小波

1

2m
2m

t − n2m

m,n
 (t) =

−
m

) = 2 2 (2−m t − n) (

➢满足下列条件的二进小波（正交性条件）





◼ 二进正交小波变换

➢由二进正交小波可得到信号的任意精度的近似
表示：

 

f (t) =  cm,nm,n (t)
m=− n=−

➢其中变换系数：

为小波级数展开式




−

f (t) (2−m x − n)dt(t) = 2−m / 2
m,n m,nc = f (t),



◼ 快速小波变换算法（FWT，Mallat算法－塔式算法）

➢回忆线性系统输出表达式

➢系统输出相当于对输入信号的滤波

Hx[n] y[n]

N

N

y[n] = x[n]*h[n] = h[n]* x[n]

= x[k] h[n − k]
k=1

=h[k]  x[n − k]
k=1



➢ 该发现深刻影响了后面十年滤波器组的理论研究

➢ 1988年，S.Mallat在构造正交小波基时提出了多分辨率分析（Multi-

Resolution Analysis）概念，形象地说明了小波的多分辨率特性，并
给出了正交小波变换的快速算法，即Mallat算法

G

H

◼ 快速小波变换算法

➢ 1976年Croisier为实现语音信号压缩，将一个离散信号通过两个滤波
器滤波并通过二选一的采样，发现滤波器如果满足一定条件，信号可
以重建

y0(n)

y1(n)

2 2

2 2

G’

H’

x(n)x(n)



➢两个滤波器必须满足条件

G2 (s) + H 2 (s) =1, 0  s  s
N

➢小波理论发现共轭镜像滤波器完全刻画了标准正交小波

G

H

◼ 快速小波变换算法

➢对滤波器进行分解，形成一对共轭正交滤波器组，可使下
述分解与重构后的信号与原始信号完全相同

y0(n)

y1(n)

2 2

2 2

G’

H’

x(n)x(n)



high（粗分量、平滑部分），与高频部分y （细分量、细节部分）

◼ 快速小波变换算法

➢假定H (s)为小波变换中使用的具有平滑边沿的低通滤波函

数，则G(s)相应为：

G2 (s) =1−H 2 (s)

➢信号通过H (s)和G (s)后，相当于信号分解为低频部分y
low

设计一个离散小波变换的核心，就是如何选择低通滤波器H (s)



◼ 快速小波变换算法

signal

Approximation  

(a)
Details  

(d)

filters

lowpass highpass



◼ 快速小波变换算法

➢ 原始信号经过一对互补的滤波器组进行的分解称为一级分解；

➢ 理论上，可以用一对互补的滤波器组对前述分解后的信号继续进行

分解

➢ 如果对信号的高频分量不再分解，而对低频分量进行连续分解，就

可以得到信号不同分辨率下的高频分量和低频分量，这也称之为信

号的多分辨率分析

➢ 连续的分解将形成一棵比较大的分解树，称其为信号的小波分解树
（Wavelet Decomposition Tree）

➢ 实际中，分解的级数取决于要分析的信号数据特征及分析需求

➢ 形成FWT算法的基本思想



◼ 快速小波变换算法
Length: 512 

B: 0 ~ 

g[n] h[n]

g[n] h[n]

g[n] h[n]

2

1
d : Level 1

DWT

Coeff.

Length: 256 

B: 0 ~ /2 Hz
Length: 256 

B: /2 ~  Hz

Length: 128 

B: 0 ~  /4 HzLength: 128

B: /4 ~ /2 Hz

d2: Level 2

DWT

Coeff.

d3: Level 3 

DWT

Coeff.

Length: 64 

B: 0 ~ /8 Hz

…a3….Level 3 approximation 

Coefficients

Length: 64

B: /8 ~ /4 Hz

2

2 2

a2

22

|H(jw)|

w
/2-/2

|G(jw)|

w
- -/2 /2

a1

Level 1

Level 2

Level 3



◼ 快速小波变换算法

G

H

2

2 G

H

2

2

2

2

G’

H’

+

2

2

G’

H’

+

x[n]
x[n]

Decomposition Reconstruction

yhigh[k ] = x[n]g[−n + 2k]
n

n

low
y [k ] = x[n]h[−n + 2k]

 yhigh[k] g '[−n + 2k]
k

k

 highy [k]h'[−n + 2k]

G

H

Half band high pass filter 

Half band low pass filter

2 Down-sampling

2 Up-sampling







◼ 二维小波变换

➢ 二维连续小波定义

➢ 二维连续小波变换
 

W f (a , b x , b y ) =   f ( x , y ) a ,b x ,b y
( x , y )dxdy

− −

➢ 二维连续小波逆变换

1
 (

x − bx

a a
( x , y ) =

a ,b x b y a

y − b
, y )

  

  W f ( a , b x , b y ) a ,b x ,b y
( x , y ) db x db y

0 −−
a 3

1f ( x , y ) =
C

da





◼ 二维小波变换的滤波器解释

◼ 每一滤波器都是一个二维冲激响应，输入是图象上的带通
滤波器，滤波后的图象的叠层组成了小波变换



◼ 二维离散小波变换
➢ 与一维分解类似，可以进行不同层次的分解



➢实用中，非标准分解方式讨论更为广泛



◼ 二维离散小波变换

➢每一层次的分解，分别形成一个平滑子图（低频分量）和
三个细节子图（高频分量）

L
H

H
H

RA RD
CA CA

RA RD
CD CD

➢深入考察二维小波基，细节
子图又可进一步分解为垂直
细节、水平细节的组合

L
H

H
H

LH  
LV

HH  
LV

LH  
HV

HH  
HV



Level 1 Level 2 Level 3



◼ 二维离散小波变换

➢分解步骤（金字塔变换）

ha

ga

f

↓2

ga

ha

↓2

ha

ga

↓2

↓2

↓2

↓2

LL

HL

HH

LH



◼ 二维离散小波变换

➢重构过程

↑2

↑2

↑2

↑2

↑2

↑2

LL

HL

HH

LH

hs

hs

gs

hs

gs

gs

f'











 小波是多分辨率理论这种信号处理和分析方法的基础

◼ 多分辨率理论涉及多个分辨率下的信号（或图像）表示与分析。

◼ 这种方法的优势是：某种分辨率下无法检测的特性，在另一
种分辨率下容易检测

多分辨率分析



 基本动机
◼ 图像中，区域由相似纹理和灰度级组成，不同区域结合形成物体

◼ 较小物体适合用较高分辨率分析

◼ 对于较大物体，用低分辨率分析即可

◼ 如果图像中同时存在较小物体和较大物体，则可用不同分辨率来
研究他们

◼ 图像不同区域的局部
直方图差异很大

◼ 难以对整图用统计模
型进行分析



 图像金字塔：
◼ 一系列以金字塔形状排列的、分辨率逐渐降低的图像集合

◼ 底部：高分辨率表示；顶部：低分辨率近似

◼ 最初用于机器视觉和图像压缩

 𝑃 + 1级图像金字塔像素总数是



高斯金字塔是最基本的图像塔。首先将原图像作为最底层图像G0（高斯金字
塔的第0层），利用高斯核（5*5）对其进行卷积，然后对卷积后的图像进行下
采样（去除偶数行和列）得到上一层图像G1，将此图像作为输入，重复卷积

和下采样操作得到更上一层图像，反复迭代多次，形成一个金字塔形的图像数
据结构，即高斯金字塔。

 高斯金字塔

由于每次向下取样会删除偶数行和列，所以它会不停
地丢失图像的信息



再与放大后的图像进行卷积运算





 创建近似金字塔和残差金字塔
◼ 步骤一：通过近似滤波器后，2倍下采样，得到第𝑗-1级近似

✓ 近似滤波器：邻域平均、高斯低通滤波、无滤波

◼ 步骤二：由步骤一产生的分辨率降低的近似，2倍上采样，然后通过插值
滤波，创建第𝑗级输入图像的一个预测
✓ 插值滤波：最近邻、双线性、双三次内插

◼ 步骤三：计算步骤二的预测图像和步骤一的输入之间的差，即预测残差



在高斯金字塔的运算过程中，图像经过卷积和下采样操作会丢失部分高频细节
信息。为描述这些高频信息，人们定义了拉普拉斯金字塔(Laplacian Pyramid，
LP)。用高斯金字塔的每一层图像减去其上一层图像上采样并高斯卷积之后的
预测图像，得到一系列的差值图像即为 LP 分解图像。

 拉普拉斯金字塔





 上图：近似金字塔，称为
高斯金字塔
◼ 因为构建金字塔时使用了

高斯滤波器

◼ 分辨率越低，细节越少
✓ 低分辨率适合分析大结构

或图像整体内容

✓ 高分辨率适合分析单个物
体特性

 下图：预测残差金字塔，
通常称为拉普拉斯金字塔
◼ 直方图分布比较集中，适

合用较少比特进行压缩
四级金字塔及它们的直方图
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1. 图像退化/复原过程的模型

2. 噪声模型

3. 只存在噪声的复原——空间滤波

4. 用频率域消除周期噪声

5. 线性、位置不变的退化

6. 估计退化函数

7. 逆滤波

8. 最小均方误差（维纳）滤波

9. 约束最小二乘方滤波

10. 由投影重建图像

第5章 图像复原与重建



 数字图象恢复与增强的目的类似，旨在改善图象的质量

 但恢复是力求保持图象的本来面目，即以保真原则为其前提

，这是区别于增强的基本不同点

 因而恢复时要了解图象质量下降的物理过程，找出或估计其
物理模型。恢复的过程就是沿着质量下降的逆过程来重现原
始图象（利用退化现象的先验知识来复原已退化的图像）。



图像在形成、传输和记录过程中，由于成像系统、
传输介质和设备的不完善，使图像的质量变坏，这
一过程称为图像的退化。

图像的复原就是要尽可能恢复退化图像的本来面目，
它是沿图像降质的逆向过程进行。典型的图像复原
是根据图像退化的先验知识建立一个退化模型，以
此模型为基础，采用各种逆退化处理方法进行恢复，
使图像质量得到改善。

找图像退化的原因 -> 建立退化模型 -> 反向推演 -> 恢复图像



由于镜头聚焦不好引起的模糊



由于镜头畸变引起图像的几何失真



由于运动产生的模糊



5.1 图像退化/复原过程的模型

 线性位移不变系统，加性噪声

g(x, y) = h(x, y)  f (x, y) +(x, y)

G(u, v) = H (u, v)F (u, v) + N (u, v)





 图像复原过程可以类比于MIMO系统的信号检测过程



5.2 噪声模型

 噪声的产生

◼ 图像获取：CCD相机

◼ 图像传输：无线传输

 几种典型的噪声模型

◼ 高斯噪声（Gaussian noise)

◼ 瑞利噪声(Rayleigh noise) 

◼ 厄兰噪声(Erlang noise)

◼ 指数噪声(Exponential noise) 

◼ 均匀噪声(Uniform noise)

◼ 椒盐噪声(salt-and-pepper)



概率密度函数（PDF)

当z服从上式分布时，

其值有70%落在

有95%落在

高斯噪声的产生源于电子电路噪
声和由低照明度或高温带来的传
感器噪声。
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瑞利密度曲线距原点的位移和其密度向右变形瑞利密度对于

近似歪斜的直方图，十分适用深度成像中
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• 指数分布噪声在激光成像中有些应用 。

a>0

1/ a =

2 21/ a =

均值：

方差：

• 指数分布是b=1时爱尔兰概率分布的特殊情况 。
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• 均匀分布噪声在实践中描述较少，但均匀密度
分布作为模拟随机数产生器的基础非常有用 。
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• 双极脉冲噪声也叫椒盐
噪声，在图像上表现为
孤立的亮点或暗点 .

• 脉冲噪声表现在成像中的快速过度中，例如，错误
的开关操作。

• 由于脉冲干扰通常与图像信号的强度相比较大，因
此，脉冲噪声总是被数字化为最大值或最小值。



噪声模型







周期噪声(Periodic Noise)

 图像周期噪声通常是在获取图像期间由电气或机电干扰产生的



5.3 只存在噪声的复原——空间滤波

 基于空域滤波的方法仅针对加性噪声

 与空域增强原理相同

 几种常用滤波器
◼ 均值滤波器（Mean Filters)

◼ 次序统计滤波器（Order Statistic Filters)

◼ 自适应滤波器(Adaptive Filters)



几种常用滤波器

 调和平均滤波器(Harmonic mean filter)

 几何平均滤波器(Geometric mean filter)

 算术平均滤波器(Arithmetic mean filters)

降低图像的噪声，
但也会模糊图像

相比于算数平均，
损失的细节更少

既能处理盐粒噪声，又
能处理类似高斯噪声的
其它噪声，但不能处理
胡椒噪声





次序统计滤波器

(s,t )s xy

(s,t )s xy

 fˆ(x, y) = max g(s, t)



fˆ(x, y) = min g(s,t)


2 xys (s,t )s xy
(s,t )

fˆ(x, y) =
1 

max  g(s,t)+ min g(s,t)


 
 

fˆ(x, y) = mediang(s, t)
(s,t )s xy

◼ 最大最小滤波器(Max and min filters)

◼ 中值滤波器(Median filter)

◼ 中点滤波器(Midpoint filter)

适于处理椒盐噪声，通
过多次使用小模板，可
以获得很好的去噪效果

这种滤波器对发现图像
中的最亮点非常有用，
可以用来消除胡椒噪声

这种滤波器对发现图像中的最暗点非常有用，
可以用来消除盐噪声





最大最小滤波器滤波







5.4 频域滤波消除周期噪声

Periodic Noise Reduction by Frequency  

Domain Filtering

带阻滤波器(Bandreject Filters)

带通滤波器(Bandpass Filters)

槽口滤波器(Notch Filters)



带阻滤波器(Bandreject Filters)

理想带阻滤波器(Ideal Bandreject Filters)

Butterworth带阻滤波器(Butterworth Bandreject Filters)

高斯带阻滤波器(Gaussian Bandreject Filters)



带阻滤波器(Bandreject Filters)



带阻滤波器(Bandreject Filters)





5.5 线性、位置不变的退化模型

降质过程：
g(x, y) = H[ f (x, y)]+(x, y)

线性系统：

H[af 1(x, y) +b f 2(x, y)] = aH[ f 1(x, y)]+bH[ f 2(x, y)]

位置不变系统：

H[ f (x −, y −)]= g(x −, y −)

线性位置不变降质模型

g(x, y) = h(x, y) f (x, y) +(x, y)

G(u, v) = H (u,v)F (u,v) + N (u,v)



5.6 估计退化函数

 Estimating the Degradation Function

◼ 通过观测图像估计(Estimation by Image Observation)

◼ 通过实验估计(Estimation by Experimentation)

◼ 通过数学建模估计(Estimation by Modeling)



（1）图像观测估计

 假设：退化过程为线性、位置不变的

 通过图像本身收集信息来估计退化函数H

◼ 从图像中选取有很强信号内容的区域（高对比度）

◼ 对该图像进行处理，得到尽可能不模糊的结果

✓ 如锐化处理、甚至手工方法处理

◼ 基于处理之后的图像频谱，估计退化函数频谱



（2）试验估计

 假设退化过程可用设备近似，重复成像



（3）建模估计-I

 对退化过程背后的物理特性进行建模



（3）建模估计-II

sin[(ua + vb)]e− j(ua+vb)H (u,v) = x(t) = at / T；y(t) = bt / T
(ua + vb)

T

0 0
0

 从基本原理推导数学模型
T

g(x,y) = f x − x (t), y − y (t)dt



5.7 逆滤波

 最简单且粗糙的恢复方法

 降质图像频谱直接除以降质函数：

 由于N(u, v)未知，即使得到降质函数H(u, v)，也
难以精确重建

 H(u, v)在某些位置为0或者是非常小的值，F(u,v)

被淹没
◼ 解决方法：限制滤波的频率，使其接近原点

H (u,v)
F̂ (u, v) =

G(u,v)

H (u,v)
F̂ (u,v) = F (u,v) +

N (u,v)





5.8 最小均方误差（维纳）滤波

最小化上述均方误差，可得频域解：



逆滤波与维纳滤波比较



进一步比较







5.10 由投影重建图像

计算机断层(CT)原理



5.10 由投影重建图像

计算机断层(CT)原理



5.10 由投影重建图像

计算机断层(CT)原理



5.10 由投影重建图像

计算机断层(CT)原理

◼ 1919 Johann Rodon提出
Radon变换

◼ 1962 年 Allan M.  

Cormack, Tuffs Univ.设
计CT原型

◼ G. N. Hounsfield, 英国伦
敦EMI公司工程师，同
时设计第一台医用CT

◼ A. M. Cormack和G. N.

Hounsfield获1979年诺
贝尔医学奖
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 图像压缩是一种减少描绘一幅图像所需数据量的技术和
科学，它是数字图像处理领域最有用、商业上最成功
的技术之一

◼ 压缩的本质：用尽可能少的数据表达尽可能多的信息

◼ 图像压缩必要性实例

✓ 一部两小时的标清电影，分辨率720×480，全彩色（24bit/pixel）

✓ 如果不压缩，存储需要224GB！

图像压缩

压缩后的JPEG图像
大小: <1MB

原始图像
分辨率：3000*2000

大小:3000*2000*3Byte=18MB



2010年10月发射的“嫦娥二

号”探月卫星的天地通信采

用基于JPEG 2000的图像压缩

算法，速率约达每秒6M bits，

像素分辨率是1米/像素。月

球表面积约为3800万平方公

里，如采用上述方法，传递

整个月球表面积的影像全时

工作约需两年左右。



图像压缩目的

图像数据的显著特点：数据量非常大，视频影像由于连续播放，

数据量更加庞大，对计算机的存储以及网络传输都造成了极大的负担。

解决办法：就是进行图像压缩（编码），压缩后再进行存储和传输，

到需要时再解压、还原。

出发点：像素与像素之间在行方向和列方向都具有很大的相关性，

我们说整体数据的冗余度很大，需要对图像数据进行很大程度的压缩。



图像编码分类

1．信息保持编码（无损编码)

它降低了压缩图像的比特数而不丢失任何信息。

2．保真度编码（有损编码）
若接收端是人，因人眼的生理特性不需过高的空间和

灰度分辨率，压缩中可丢失一些人感觉不到的信息，多媒
体中常用这种压缩。

3．特征编码（感兴趣区域编码）
目的是用于计算机的识别、分析、控制，并不需要全

部细节,只要能保留相关特征信息。





 基础知识

◼ 编码冗余、空间冗余和时间冗余、不相关的信息量、图像信息的度量、保真

度准则、图像压缩模型、图像格式容器和压缩标准

 一些基本的压缩方法

 数字图像水印

◼

◼

◼

◼

◼

霍夫曼编码

算术编码

LZW编码

行程编码

基于符号的编码

◼

◼

◼

◼

比特平面编码

块变换编码

预测编码

小波编码



基础知识

 相对数据冗余𝑅

𝑅 = 1 −
1

𝐶
=
𝑏 − 𝑏′

𝑏

 三种主要类型的数据冗余：
◼ 编码冗余：统计冗余

◼ 空间和时间冗余

◼ 不相关的信息：感知冗余

压缩率𝐶 = 𝑏/b’

编码冗余 空间冗余

计算机产生的256 × 256 × 8比特图像

无关信息



编码冗余

 𝑟𝑘表示一副𝑀× 𝑁图像的灰度，𝑟𝑘出现概率

𝑝𝑟 𝑟𝑘 =
𝑛𝑘
𝑀𝑁

,𝑘 = 0,1,2,…,𝐿 − 1

 变长编码：𝐿𝑎𝑣𝑔=1.81 bit

 定长编码：𝐿𝑎𝑣𝑔=8 bit

 C=8/1.81=4.42 R=1-1/C=0.774



空间冗余和时间冗余

 空间相关（x和y方向）：多数像素可根据相邻像素灰度
进行合理预测

◼ 行程编码：指定一个新的灰度开始点，以及该灰度持续像素的
数量

 时间相关：当该图像是视频序列的一部分时



不相关信息

 数字图像压缩中，被人类视觉系统忽略的信息或与图像
与其的应用无关的信息需要被删除



图像信息的度量

Lavg是表示所有n个符号组
所需的编码符号的平均数量



 一幅图像中的熵量和信息量与直觉相差很远

H=1.66像素/比特 H=8像素/比特 H=1.56像素/比特



保真度准则：度量压缩质量



保真度准则

电视配置研究组

织的等级尺度



图像压缩模型

 编码或压缩过程
◼ 映射器：降低空间和时间冗余

◼ 量化器：根据预设保真度准则，排除压缩表示的无关信息

◼ 符号编码器：生成定长编码或变长编码，最小化编码冗余

 解码或解压缩过程
◼ 符号解码器和反映射器

可逆

可逆



图像格式、容器和压缩标准

 文件格式：相当于高层的信息，定义了数据类型、压缩方法等

 容器：相当于一个存放压缩以后的数据的东西

 压缩方法：处在更底层，规定了数据的具体压缩的过程



8.2 一些基本的压缩方法



















霍夫曼编码

算数编码

LZW编码
行程编码

基于符号的编码

比特平面编码

块变换编码

预测编码

小波编码



霍夫曼编码

霍夫曼编码步骤：

（1）概率排序，缩减和简化信源符号数量

在信源数据中出现概率越大的符号，编码以后相应的
码长越短；出现概率越小的符号，其码长越长，从而
达到用尽可能少的码符表示信源数据。它在无损变长
编码方法中是最佳的



霍夫曼编码

霍夫曼编码步骤：

（2）对每个简化后的信源进行编码，从最小信源开始，
直到遍历原始信源

𝐿𝑎𝑣𝑔 = 0.4 × 1 + 0.3 × 2 + 0.1 × 3 + 0.1 × 4 + 0.06 × 5 + 0.04 × 5 = 2.2

平均长度



• 哈夫曼编码(Huffman Coding)，又称霍夫曼编码

◼ 1951年，MIT的哈夫曼同学正要面对令人头疼的期末，老

师告诉他，如果他能完成一个让老师满意的学期报告，就

可以不用参加考试。

◼ 哈夫曼同学果断选择了学期报告！报
告的题目是“ 寻找最有效的二进制编码
” 。

◼ 不久后哈弗曼同学交上了一篇名为“ 可

能是最好的二进制编码” 的报告，老师

看完后皱了皱眉：“ 你这名字起的不好

，得把“ 可能是” 去掉。”



算术编码

 将一个信源符号序列编码为一个介于0到1之间的实数

 示例：对来自一个4符号信源的5符号序列进行编码

信源

算术编码过程

随着编码序列长度增大，
得到的算数编码会接近
香农第一定理的极限，
然而存在两个实际问题
使得编码性能无法达到
这个极限
1. 需要增加一个消息结
束指示器来分隔不同的
消息
2. 算法精度有限



LZW编码

 无误差压缩图像中空间冗余的方法

 将定长码字分配各变长信源符号序列




